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ΘΕΜΑ 1 (2.0 Μ) 
Βρείτε τον όγκο που αποκόπτουν από τον κύλινδρο 2 2 1x z+ =  οι επιφάνειες 2y x= −  
και 2 2y x z= + . ∆ίνεται 22cos 1 cos 2x x= + .  
Υπόδειξη: χρησιµοποιείστε κατάλληλες κυλινδρικές συντεταγµένες. 

 
ΘΕΜΑ 2 (1.5 Μ) 
∆είξτε ότι αν η ( , )w f u v=  ικανοποιεί την εξίσωση Laplace 0uu vvf f+ =  και αν 

2 2( )
2

x yu −=  και  v xy= τότε η  w  ικανοποιεί την εξίσωση Laplace 0xx yyw w+ = .  

 
ΘΕΜΑ 3 (1.5 Μ) 
Βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης ( , , ) sin( ) ln( )xyzg x y z xy e xz= + +  στο σηµείο 

(1,0,1)P  στην κατεύθυνση ˆˆ ˆ2 2R i j k= + −
r

 
 
 
 
 

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 3 ώρες. 
 
 

Καλή Επιτυχία 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
ΘΕΜΑ 1  
 
Θεωρώ κυλινδρικές συντεταγµένες µε αναλλοίωτο άξονα τον y  και άρα έχουµε 

cos , , sin ,x r y y z r dV rdydrdϑ ϑ ϑ= = = = .  
 
 ∆εδοµένου ότι τα x,z παίρνουν τιµές στον µοναδιαίο κύκλο 2 2 1x z+ =  θα έχουµε 
0 1,0 2r ϑ π≤ ≤ ≤ ≤ . Όσο για το y, αυτό θα παίρνει τιµές µεταξύ των δύο επιφανειών 
που τέµνουν τον κύλινδρο 

2 2 2 2 2 2 2 2 2( cos ) ( cos ) ( sin ) cosx y x z r y r r r y rϑ ϑ ϑ ϑ− ≤ ≤ + ⇒ − ≤ ≤ + ⇒ − ≤ ≤  
 
Ο όγκος που ζητάµε άρα είναι το τριπλό ολοκλήρωµα 
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ΘΕΜΑ 2 
 

2 2( )
2

u xx
u yx y yu
v yv xy x
v xy

∂ =∂
∂ = −− ∂= ⇒ ∂ = =  ∂
∂ =∂

  

Εφαρµόζω τον κανόνα αλυσιδωτής παραγώγισης επισηµαίνοντας ότι τα f και w είναι 
ουσιαστικά η ίδια συνάρτηση. 
 

x u v
w w u w v f u f vw f x f y
x u x v x u x v x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + = + = ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

( ) 0x u v u v
xx u v u v u

w f f f fx yw f x f y x f y f x f y
x x x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
= = ⋅ + ⋅ = + + + = + + +
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Τα ,u vf f  είναι συναρτήσεις των u και v. Άρα από τον κανόνα αλυσιδωτής 
παραγώγισης 



u u u
uu uv

v v v
vu vv

f f fu v f x f y
x u x v x
f f fu v f x f y
x u x v x

∂ ∂ ∂∂ ∂ = + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂∂ ∂ = + = +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 
2 2( ) ( ) ( )xx uu uv u vu vv uu vv uv vu uw f x f y x f f x f y y x f y f xy f f f= + + + + = + + + +  

Οµοίως 
 

y u v
w w u w v f u f vw f y f x
y u y v y u y v y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + = + = − ⋅ + ⋅
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( ) 0y u v u v
yy u v u v u

w f f f fy xw f y f x y f x f y f x
y y y y y y y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
= = − ⋅ + ⋅ = − − + + = − − + +
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u u u

uu uv

v v v
vu vv

f f fu v f y f x
y u y v y
f f fu v f y f x
y u y v y

∂ ∂ ∂∂ ∂ = + = − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂∂ ∂ = + = − +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 
2 2( ) ( ) ( )yy uu uv u vu vv vv uu uv vu uw f y f x y f f y f x x x f y f xy f f f= − − + − + − + = + − + −  

 
Όποτε 2 2 2 2 2 2 2 2( )( ) ( ) 0 0xx yy uu vv vv uu uu vvw w x f y f x f y f x y f f x y+ = + + + = + + = + ⋅ =  
 
 
ΘΕΜΑ 3 
 
Η παράγωγο κατά κατεύθυνση δίνεται από τη σχέση  
( )ˆ

ˆ( )R P
D g g P R= ∇ ⋅

r
 

2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2ˆ
32 2 ( 1)

R i j k i j kR
R

+ − + −
= = =

+ + −

r

r  

ˆˆ ˆ( , , ) x y zg x y z g i g j g k∇ = + +
r

 
1( , , ) cos( ) (1,0,1) 0 0 1 1

( , , ) cos( ) (1,0,1) 1 1 2

1( , , ) (1,0,1) 0 1 1
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Άρα ( )ˆ

ˆˆ ˆ2 2 2 2 1 5ˆˆ ˆ ˆ( ) ( 2 ) 1 2 1
3 3 3 3 3R P

i j kD g g P R i j k
 + −  = ∇ ⋅ = + + = ⋅ + ⋅ + ⋅ − =       
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